Oscilador armdnico

Tratamiento Clasico |

Desde el punto de vista clasico nos interesa el
problema de dos masas m; y m» unidas con un
muelle y a una distancia x (figura), si la fuerza
que actla sobre las masas es proporcional al
desplazamiento del muelle F = —Kx (ley de
Hooke).

m 1 F772

QrTiQ

I 1

| 1

| |

| |

| 1
X

\' \

Como parametros caracteristicos del sistema,

tendremos el centro de masas X, la dlstanua

X, la masa total M y la masa reducida 7%

mixy + maXx

X = M=my+mp
my + my
mymy
X = X1 — X2 b= -
my + my
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Si xe es la distancia de equilibrio, la defor-
macién serd ¢ = x — xe y la fuerza F = —Kaq,
Iégicamente F = —-0V/dq, por lo tanto

V = Kg?/2. Aplicando la Lagrangiana del sis-
tema (L=T —V):

1. 1 1
L==MX?+ Zpg® — ZK?
> +2uq SR
X =08X/0t, §=0q/ot

y, aplicando las ecuaciones de Lagrange de la
Mecanica Clasica

g (o) o
t \ 0g; 9q;

el movimiento del centro de masas es uniforme:

oL Y

oL — mx

ox 9 (MX) = MK =0
oL _ g dt
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y que tenemos una ecuacién diferencial de se-

gundo orden, referida al movimiento interno:

oL _ -
oq — 19 d, . .
—(pq) = pg=-Kqg=
aL _ dt

9g = —Kgq

Resultando la siguiente ecuacién diferencial:
G+ %q=0
cuya solucién es:

q = Acos[(K/u)"/*t + o

tal que A y « son constantes de integracion
relacionadas con el maximo desplazamiento o
amplitud, y la posicién de partida, respecti-
vamente. Aparece un movimiento periddico
(funcién coseno), un movimiento que se repite
cada periodo o tiempo 7, que es el necesario

para que el angulo ,/%T valga 2m. Asi:
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[ 1 1 K
T =2m\/ —; v=—=—
K T 2w\ u

donde v es la frecuencia caracteristica del
oscilador, que es la inversa del periodo, con
K = 47212, por lo tanto q lo podemos escribir
como:

q = Acos2mu(t — tp)

La energia total del sistema serd E=T + V

1 (dg\*> 1
T= SH (d—(t]) = 5,L1A27r21/24sen2 [27v(t — to)]

1
V= EKq2 = 2uAn212 cos? [2mu(t — to)]

1
E:T+V:@M#ﬂ:§m2

Y no existe ninguna restriccién, por lo tanto,
todas las energias positivas son permitidas.
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Desde un punto de vista cudntico, debemos em-
pezar por construir el Hamiltoniano del sistema

y resolver la ecuacién HV = EW. Consideremos
el movimiento total de nuevo:

2 2
Px _ Pg qu2
2M - 2p 2

A=

Podemos desglosar el Hamiltoniano y fac-
torizar la funcién de onda de forma que

H=Hx+H;  W(X,q)=¢(X) ¥(q)

Hx¢(X) = Ex¢(X)

Fg(a) = Eqi(a) } E=bxth

La primera ecuacién es el todo como una
particula, y su solucién fue encontrada en el
caso de la particula libre; nos queda la segunda
ecuacién del movimiento interno. Esta ecuacién
es la del oscilador arménico:

R o%p 1
—— —— 4+ K¢’y =E
2u8q2+2 q°yP ¥

que es el mismo hamiltoniano de una particula
de masa p que se encuentra en una caja de po-
tencial que ya no es cuadrada, sino de la forma

%KqQ. Para resolverla, se transforma en otra
expresién haciendo lo siguiente:
@ Se considera a = 2uE/h? y 8% = uK/h?
@ Se divide por
@ Se considera el cambio de variable
= pl/2 [ d
y = */4q, con lo que nos queda
&y a2
+ (2 -y )u=0
dy? g7 v
Para resolver esta ecuacién se parte de una
solucién (asintdtica para el caso y2 >> a/f)

w(y) = A (e ) 1)

tal que H,(y) son los llamados polinomios de
Hermite. Dichos polinomios tienen la siguiente
expresién general:

Holy) = (-1)"e” (”)
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y el valor de los primeros es:

Polinomios de Hermite

Ho(y) =1 I T :5\/E_3
Ha(y) =2y 2\ m2 | pK RV K 2
Ha(y) =4y> —2
Ha(y) = 8y> — 12y

1 k 1
Ha(y) = 16y* — 48y? + 12 E- <7+v)h1/f: <7+v> vt
Hs(y) = 32y° — 160y3 + 120y 2 W 2

tal que v es la frecuencia caracteristica de vi-
bracién. Para obtener la constante de normal-
izacién, se hace < ¥, |y, >=1

Algunas propiedades son:

Hyt1(y) = 2yHo(y) — 2vHy—1(y)

1/2
S 1 B 1.2
_2 0 m#n _ \/j Bq 1/2
/ e HnHmdy = { /200 e n Py <2VV! ﬂ) e 27T H, (B %q)

—o0o

La solucién general del oscilador arménico sera:
_ VrK __ 2mpv _ 1 K
tal que ﬁ*JLh 7—# y v=5o/0
_ —1)? Vemos que a cada v le corresponde una funcién
Yy = Nye™ 2 Hv(y) . Py
y una energia, no se da la degeneracion.

el
v:(E—l)/2, y v=0,1,2, ..
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En el caso del H, © = 0.5uma y am-
v E bos dtomos se mueven por igual respecto
al centro de masas, pero para el 1H127I,
2w p = 0.99uma casi igual a la masa del
2 Hidrégeno, el centro de masas estd muy
préximo al Yodo y es el Hidrégeno el que
se mueve permaneciendo el Yodo casi esta-
cionario en el movimiento vibracional de-
bido a que es mucho mds pesado. El
potencial de una molécula diatémica no
hv es realmente arménico pero en el minimo
de potencial a la distancia internuclear de
equilibrio se puede aproximar a la forma

i parabdlica:

44 Y PR -

34 v 1ol L
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2+ Yux) 1o -

|

19 %) Yol +
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1
V(r) ~ Ve + 5K(r —r)?

hv

04 Yu(x) Yo -

(=R T

que es equivalente al potencial del os-
0 0 cilador arménico si r—r, representa a q y si

No existe el reposo para v = 0, ya que la energia es igual a %huo. se toma el cero de energias en el minimo
A este valor se le denomina energia del punto cero. del potencial. La aproximacién suele ser
buena para los niveles de energia mas ba-

Otra caracteristica es que los espaciados energéticos son cons- jos. Las transiciones entre niveles vibra-
tantes, y valen hyg. Por dltimo, las funciones de onda no son cionales de las moléculas suelen darse en
nulas para la zona "exterior” del potencial, con valor mas alld de el Infrarrojo. La regla de seleccién del es-
los puntos de retorno cldsicos. pectro del oscilador arménico es Av = +1
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