La particula en una caja

Caja monodimensional |

V(x)=W si 0<x<a

V(x) =00 si x<0o0x>a

[e o] o0

0 a X

El potencial confina a la particula a moverse en
la regién entre 0 y a en el eje x. Dado que el
potencial no depende del tiempo nos interesan
las soluciones para estados estacionarios. La

ecuacién de Schrdinger serd: Hi = Ev

Dividamos el problema en dos regiones, dentro
de la caja (Il) y fuera de la caja (I-1I):

(IF-11) Hipoo = Eoothoo

(1) Hypo = Eotho

E imponemos la condicidn de: o0 (0) = 40(0)
Y Yoo(a) = 1p(a), para que 1) sea continua.
Resolviendo (I-111):

—~ 92
—_ "7 Ly
*° 2m Ox? + Voo

P Yo
2m Ox2

Llegando a que la unica solucién posible es
Yoo = 0, por lo tanto: o(0) = ¢p(a) = 0.
Existe una clara interpretacion fisica para esta
solucién, si Voo = oo la particula no podra
atravesar la barrera.

+ (00 — Exo)o =0
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La particula en una caja

Caja monodimensional Il

Resolviendo (Il):

+ Voo = Eoo

fi %o
2m Ox?

+(Eo — Vo)vo =0

hacemos el cambio : k% = 2}"—": y tenemos la

solucién:

’L/J:Ae%\/ EX+B€ \/ mE-x

+ikx

o, ya que e = cos(kx) & isen(kx) se tiene:

V2mE

E
x + D sen
h

¥ = C cos

X

Ahora bien, para x = 0,1 = 0, lo que implica
que C = 0. Para x = a,% = 0, condicién que
imponemos para asegurar la continuidad de la
funcién de onda,

implicando ~ : V2mE o nym, tal que ny € Z'y

ny # 0. De forma que nx es un niimero entero
distinto de cero, ya que el valor cero hace que
1) tome el valor cero y el sistema no exista.
De aqui se deduce que la energia debe tener el
valor:

2h2 n)2(h2

2
n2m
2mE = X*—— S E= ,
a2 8ma?

ne=1,2,3,...

De esta forma, no es posible cualquier valor de
energia para la particula confinada, su energia
estd jcuantizada!. Y D, ;jCuénto vale?

¥ = D sen (nXTTrx)

recurramos a la normalizacién de la funcién.
Si la particula existe entre 0 y a, el rango de
existencia de esta funcién es entre 0 y a:

/Oaw*djdx:l
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La particula en una caja

Caja monodimensional Il

Niveles de energia, funciones de onda y densidades de
probabilidad de la particula en una caja

1 /2 2nym b
D?- 1 — cos T x) ) dx = v, [wal?
2 Jo a 1612 2N — YAVANRT:
8ma* N7 8ma’
1 a 2nxm \|?
D?Z |x — sen [ ——x =
2 2nym a 0
2
1 a |
D?Z(a—-0)=D*2 =1 9j2 s =3 oj2
2 2 8ma” 8ma’®
, . _ /2 5
y asi la constante D serd D = \/:, i v, I,
luego: Ah?_ n=2 42
8ma* " 8ma®
Y [y
h* i W
2 T h? . n=1 F= ol
w = \/jsen (nX,X) By = n)2< 8ma* 8ma®
a a 8ma? 0 a 0 ) a
espaciado de energia: E,1 — Ep = (2n+1)E;
si ny = 0, entonces E = 0, pero .nL’lmero de nodos: n _1 )
¢ = 0, por lo tanto la particula no ex- el valor de los niveles aumenta al clilsm\mnr el tamano de
iste. Es decir el estado de reposo no es la caja E o< 5
un estado permitido para la particula
confinada.
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La particula en una caja

Caja monodimensional IV

@ Los estados obtenidos son estacionarios e independientes del tiempo, por tanto, no se
trata de un estudio dindmico. Sabemos que con energia E; nunca encontraremos la
particula en a/2.

@ Principio de correspondencia: el comportamiento discontinuo no se puede apreciar en
sistemas macroscépicos (h? es del orden de 10757 J2s2), cuanto mayor es a y m mas
proximos estdn los niveles y, en particulas grandes y recintos proporcionales, la Mecanica
Cudntica lleva al continuo clasico.

@ Dado que tenemos un conjunto {;}$°; de soluciones de la ecuacién de Schrédinger
independiente del tiempo, se puede probar que forman un conjunto ortonormal de
funciones

@ De acuerdo con la expresién general del postulado IV el valor medio o valor esperado del
momento lineal valdra:

<Be>= [0 pendr

esta integral es nula para todos los valores de ny, es decir, que el valor medio del
momento es nulo

@ También podemos comprobar que se cumple el principio de incertidumbre de Heisenberg:
La particula puede estar entre 0 y a, luego Ax = a, mientras que el momento lineal puede
valer +hk, segln la particula se desplace hacia la izquierda o hacia la derecha, luego
Apx = 2hk, entonces:

AxApy = a- 25k = 2ah ™" = (2wny )k > g
a
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La particula en una caja

Caja tridimensional |

V(ix,y,z) =Wsi0<x<a
V(x,y,z) = Vosi0<y<b Y 0%y 9% 2me
Viyz) = Vosi0=z=c Tzt a2 =
V(x,y,z) = oo resto del espacio Ox 9y 0z B
2 Para obtener las soluciones supongamos que la
funcién de onda puede factorizarse en la forma:
Y(x,y,2) = Px(x) - Yy (y) - ¥z(2), por lo que
podemos escribir:
a —~ —~ —~ —~
| H= Hx + Hy + Hz
‘ g 82 2mE
| ey wywz wx +1/Jx1/)z wy +wxwy 1/)z =T —
/ b E=E +E +E
¥ 1 82 i 82w+1 & 2mE
2 o+ -2 = C oy, = Cre
Px Ox2 by 0y2 7y, 022 12
Entonces 5
1 9 B 72mE)<
Y dx2 T R2

tenemos asi tres ecuaciones similares a las re-
sueltas previamente de una particula en una
caja, cuya solucién era

~ h2 92 92 92
A=-o- AN IV
<8x2 + dy? + 822> +

Hy = Ex
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La particula en una caja

Caja tridimensional |l

2 Ny h? no A1 Degenerac
x =4/ —sen—x, y Ex= n)2< > (nymysm.) g 24
a a 8ma 19— (3,3,1)(3,1,3)(1,3,3) 3
18| = (4,1,1)(1.4,1)(1,1,4) 3
e ( 17— (3,2,2)(2,3,2)(2,2,3) 3
La solucién final del problema sera : it X
~ w14 (3,2,1)(3,1,2)(2,3,1)
= (1,3,2)(1,2,3)(2,1,3) 6
8 nymXx nymy nymwz +
Y(x,y,z) =4/ ——sen sen———sen—— i 12— (2,2,2) 1
abc a b c T | (3,1,1)(1,3,1)(1,1,3) 3
) T ——(2,2,1)(2,1,2)(1,2,2) 3
2 2 2
n n n h
E=|=X L+ 2| — nony,n,>1
22 + b2 + 2] gm’ VTE= 6| —————— (2,1,1)(1,2,1)(1,1,2) 3
pues si alguno vale cero, la funcién 1 serad 3| —,11) 1
nula, y el sistema no existe. Si el sistema tiene
simetria, por ejemplo, a = b = ¢, entonces: 0
2
E = b (n2+n2+n2) .
gmaz \x Ty Tz Los estados 211, ¥121 Y Y112 son estados dife-
rentes, pero con la misma energia, se dice que
son estados degenerados. Debido a la simetria
Ungnyny /?Sen"ﬂx csen Ty sen™ZT, del problema nos aparece la Degeneracion.
a a a
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La particula en una caja

Caja tridimensional Il

1231, Z=cte. 1321, Z=cte.
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