Teoria de Orbitales Moleculares |

Ecuacién de Schrodinger molecular, Born-Oppenheimer

Empezamos con un Hamiltoniano referido al
centro de masas y sin considerar el movimiento
de traslacién molecular y no relativista (en

u.a.): H—F4+v
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donde los indices pu,v se refieren a los elec-
trones y k,j a los nicleos. La ecuacién de
Schrédinger molecular sera:

Hy(qp, ak) = Ev(qu, qk)

donde g, y qx simbolizan las coordenadas
electrénicas y nucleares, respectivamente. Para
los atomos suponiamos el centro de masas del
sistema en el nicleo como origen de coorde-
nadas.
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Para las moléculas hacemos una aproximacién
similar llamada Born Oppenheimer. Aqui los
nicleos se mueven mucho mas lentamente que
los electrones y podemos suponer que los elec-
trones se mueven en un campo estdtico de-
bido a los nicleos. Ahora que consideramos
los nicleos fijos podemos simplificar el Hamil-
toniano:
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F’elwe/(qu; ax) = Eel(ar)er(qu; ak)

Y(qu, gi) &

U(ak) = Eei(ak) +2":ZZkZ

J k<j
siendo U(qx) la curva de energia potencial en

diatémicas o superficie de energia potencial en
poliatémicas
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Curva de energia potencial, Born-Oppenheimer
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la molécula més simple: HJ

-0.6

La curva de la figura se obtiene representando
U(R) frente a la distancia internuclear R. El
minimo de esta curva se denomina distancia
internuclear de equilibrio Re, mientras que la
diferencia entre el limite de U(R) y su valor
para R. se denomina energia de disociacién de
equilibrio 0 De: De = U(c0) — U(Re)

Experimentalmente se obtiene la energia de
disociacién desde el nivel vibracional v = 0 lla-
mada Dy, que es menor que el valor de D,
como la energia del punto cero estd %hu por
encima del minimo de la curva:

1
Do ~ De — v
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Aqui aplicamos la aproximacién Born-
Oppenheimer y simplificamos el Hamiltoniano:

-~ vZ o1 o1
B R N W
2 ra rs

Aqui la ecuacién de Schrodinger electrénica
puede resolverse para cada valor de Ry a la
correspondiente energia electrénica se le suma
la repulsién nuclear (que es constante dado que
hemos fijado el valor de R) y a esto se le llama
curva de energia potencial U(R) = Ey + %.
De esta forma:
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la molécula més simple: HJ

I/:Ielwel = U( R)wel

Esta ecuacién no es separable en coorde-
nadas esféricas pero es posible la separacién de
variables en coordenadas confocales elipticas,

Constant 4 Constant u

N\

N ) =

ra+re o= ra—rg

R R

La coordenada ¢ es el dngulo de rotacién del
electrén en torno al eje internuclear (z). Los
rangos de estas coordenadas son:

A=

0<¢<2m 1<A<oo, -1<u<l1
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Para obtener la ecuacién de Schrédinger en es-
tas coordenadas es necesario expresar V2 en
estas coordenadas (que no nos molestamos en
incluir aqui), con esto se pueden separar las
variables de la ecuacién de Schrodinger y la
solucién para la funcién de onda electrénica es:

1 )
Vo = LOM(p) =€ m =0,41,42,...
™

Se obtienen dos ecuaciones diferenciales una
para L(\) cuya solucién es una serie infinita y
otra para M(u) que finalmente hay que calcu-
lar numéricamente para cada valor de R para
cada estado electrénico. Ademas del nimero
cudntico m, las funciones de onda del H;’
tienen otros nilimeros cudnticos ny y n, que
dan el ndmero de nodos de las funciones L()\)
y M(p).

orbitales moleculares HJ
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la molécula mas simple: HJ

Como puede verse en la figura, ademds pode-
mos clasificar los estados electrénicos del H;r
mediante su paridad g(par) o u(impar) con res-
pecto a la inversién en el origen. En la siguiente
figura se pueden ver los orbitales sigma y pi del

+.
H7:

H+H(@s,p)
0 =
/H:Hew

Hemos podido apreciar que, incluso para la
molécula mds simple H2+ las soluciones de la
ecuacién de Schrodinger son extremadamente
complicadas (ni siquiera hemos puesto aquf la
solucién completa por ser muy complicada). Si
N L queremos intentar moléculas mas complicadas
debemos volver a hacer aproximaciones.

HiH(1s)
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Combinacién lineal de orbitales atémicos: LCAO

Lo primero que se nos viene a la cabeza es que
la forma de los orbitales anteriores o y 7 se
parecen a la suma de orbitales atémicos de los
dos Hidrégenos. Por tanto podemos usar una
funcién de onda electrénica de prueba que sea:

wel(r) =q lsA(r) + - 153(")

donde c¢; y ¢ son constantes, podemos de-
cir que ¢ (r) es un orbital molecular (MO
mientras que las funciones 1sa(r) y 1sg(r
son orbitales atémicos (AO) de los dtomos
de Hidrégeno individuales. Este procedimiento
se denomina combinacién lineal de orbitales
atémicos o aproximacion LCAO.

nfb

Y = Z Cijpi
;

En general, todo consiste en obtener los
mejores valores de c; y ¢ y que ademis lo
podamos lograr para moléculas mas compli-
cadas. Para lograrlo usaremos el método varia-
cional. Con este método podemos comparar
dos funciones de onda diferentes y sabremos
cuidl es mds préxima al estado fundamental
(la que tenga menor energia serd la mejor ya
que ambas son un limite superior a la energia
exacta). En segundo lugar sabemos que los
mejores pardmetros seran los que minimicen la
energia. Por tanto:

[ W[e]* Hy[eldr

E =

(E(e) J ¢le]*¢le]dr
Minimizando la energia respecto de los

pardmetros:

DIEQ) _ 0 [l Fvlcldr _
ac; dc; [Y[c]*y[c]dT
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LCAO para el HI

Vamos a aplicar el método variacional a la

funcién LCAO del Hj: tda / Lsglsadr +ci e / 1sglsgdr

N ——’ N ——’
7y 7y =521 =522
Yle]* Hyleldr = [ (c11sp+colsg)™ H(cilsa+colsg)dT
= cl* S + cl* Sipper + ‘-'2* So1c1 + cz* Soncn
=ca /15Aﬁ15AdT +ef o / 1spHlsgdT + entonces el valor medio de la energia serd:
N——— —— N— ——
=Hy1 =Hyp (E(e)) = cf Hiter + ¢ Hiaeo + c3 Harcp + 3 Hoe
cfS1ia + ¢f Sipep + 5 Sncr + ¢ S
+cz* ca /lsBHlsAd‘r +cz* [ / 1sgHlsgdt
N———— N—— para obtener una expresién mas general no vamos a simplificar
=Hpy =Hpp esta dltima ecuacién (S17 = Sy» = 1). Ahora minimizamos
respecto a 1 y ¢p O respecto a ¢;” y ¢; ya que tratamos los
= ¢ Hiic1 + ¢ Hiaco + ¢ Hatcr + ¢ Happco conjugados complejos como variables independientes:
mientras que la integral de norma da:
q € O(E(c)) 0= Hia + Hie _
(el cfS11c + ¢ S1pex + ¢ Spne1 + ¢ S

[t vlddr = [(@tsa+ ca1se) (cisa + rtsp)dr

o Hiial + ¢f Hioeo + 5 Harer + &5 Hozep

T (xS *g. %G, g, 2’
=cla /15A15Ad7 i e / 1salsgdT + (e Srrer + ¢ S12ep + 5 Sorc1 + €5 Spc2)
M " (S11c1 + S1262)
=51 =512
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LCAO para el Hf

lo que implica que:
0 = (Hiic1 + Hipep) —

_ ¢ Hiier + ¢ Hioer + ¢ Horer + 3 Hopoo

e S11cr + ¢ Siper + ¢ Sac1 + ¢y S

(S11c1 + S12¢2)

o finalmente:
(Hiicr + Hioep) — (E) - (Suic1 + S12¢2) = 0
Aplicando el mismo procedimiento para ¢, se obtiene también:
(Harc1 + Hopp) — (E) - (Sa1c1 + Sp2c) =0

Las expresiones anteriores se pueden escribir como operaciones
de vectores y matrices:

Hi1 Hp\  (a — (E) - S11 S12) . [a
Ha1 Hxn & S S @

Que se denomina ecuacién generalizada de autovalores

Paniagua (Quimica Fisica )
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Esta ecuacién seria mas reconocible si pen-
samos en el limite en que los orbitales 1s4 y
1sg son ortogonales (cuando los dtomos estdn
muy lejos) entonces:

T \Sa1 S») T \01

entonces la ecuacién generalizada de autovalo-
res es:

H-c=(E)-c

ahora tiene la forma de ecuacién de autovalo-
res. Vemos que el teorema variacional nos
permite pasar del algebra de operadores al
algebra de matrices. La busqueda de la ener-
gia mas baja (estado fundamental) pasa a ser
la bisqueda del autovalor mas bajo del Hamil-
toniano y la busqueda de los mejores valores
de c1 y ¢ es equivalente a buscar el autovec-
tor correspondiente al autovalor mas bajo. Es
el momento de hacer simplificaciones, como el
Hamiltoniano es hermitico y los autovalores son
reales, la matriz es simétrica y sus elementos de
la diagonal son iguales, también para la matriz
de solapamiento, es decir:
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LCAO para el Hf

(") (2) =@ (52 ) @)

Esta ecuacién puede resolverse con programas
como SAGE, Mathematica, Maple, Matlab, ...
y es conveniente usarlos para los casos mas
complicados. Este caso es simple y basta algo
de intuicién para darse cuenta que ¢; = ¢

(rve) =@ (11229)

V;
(E) = e+ Vio —E,
1+ Spo B8V
Yo = c1lsa + c1lsg = ci (1sa + 1sg) 1-S,

Como el sistema es 2 x 2 hay dos autovalores

posibles, la otra solucién es c; = —c, de forma
que la solucién ahora es:
Eisa=e Eise=e
e— Vi
<E> = = E;«
1-Sp» E,=€+V‘Z
1+8,

o= = c1lsp — c1lsg = c1 (1sa — 1sg)
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LCAO para el HJ

diferencias de densidad electrénica con
respecto a las densidades atémicas

orbitales

densidad electrénica
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Resumen LCAO

Para el caso més simple del Hf hemos visto @ Calculamos las representaciones

que usando la aproximacién LCAO junto con el
método variacional podemos calcular orbitales
aproximados. Para generalizar esto a mas elec-
trones partimos del modelo de particula in-
dependiente aplicado a dtomos y construimos
funciones de onda antisimétricas y calculamos
la energia aproximada. Los pasos son los sigu-
ientes:

@ Definimos una base de orbitales
atémicos. En el caso del H hemos
usado los orbitales 1s de ambos
Hidrégenos. El ndmero de orbitales
atémicos de partida determina la
dimension de nuestro vector orbital

molecular. En general: o

nfb

¥i=> cijpi
i

El orbital molecular es un vector
columna j de los coeficientes

Prof. M. Paniagua (Quimica Fisica Ill) Leccién 17

matriciales relevantes, Las matrices del
Hamiltoniano ?H% y Solapamiento ?

seran matrices NxN:

S Si2 o S

S S» o Sy
S =

Snvi Sn2 -t Saw

Hii Hip o -+ Hiy

Hy1 Hp -+ Hoy
H=

Hni Hyza o -+ Huw,

Resolvemos la ecuacién generalizada de
autovalores.

H.-c=(E)-S-c

En general, se obtendran N orbitales
moleculares (vectores columna) a partir
de una base de N orbitales atémicos
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Resumen LCAO

@ Ocupamos los orbitales usando un @ Calculamos la Energia. Usando el
diagrama de barras. Para moléculas se modelo de particula independiente:
construye un determinante (NxN) de
orbitales moleculares de la forma: N N

B = £© + T — K
vra(l) viB(l) - wnB(1) () Z ! Z v
v1e(2) $18(2) - PnB(2) ! <
v=| . . . .
: . B . donde las integrales de Coulomb e
Pra(N) $1B8(N) - Py B(N) Intercambio se calculan entre orbitales

moleculares en lugar de orbitales

por ejemplo, para un diagrama de barras: atédmicos.
‘7%5 ——
o1 | —T— , ,
o1s | —H— M3s tarde veremos que hay métodos de
le corresponde el determinante: cdlculo de orbitales moleculares mas
elaborados que la aproximacién de
orsa(l) o1sB(1) oo osa(l) particula independiente, para obtener la
o1s(2) 01s8(2) - o2sa(2) energia.
v = .
o1s(N) o158(N) -+ oasa(N)

donde toda la informacién que
necesitamos para construir el
determinante estd en el diagrama de
barras
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