Momento angular

El momento angular en mecdnica clasica, operadores

Consideremos una particula que se mueve con
velocidad vV y cuya posicién respecto al origen
de coordenadas viene definida por 7 (figura), el

momento angular viene definido por: L =Fxp

L

p=mv

En coordenadas cartesianas:

. PO
L=|x y =z
Px Py Pz

Ly = yp: — zpy,

Ly = zp« — xp;
L; = xpy — ypx

La derivada es igual al momento de la fuerza
que actia sobre la particula:
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Si la fuerza tiene la misma direccién que F,
entonces el momento de la fuerza es cero y
el momento angular es constante (problemas
de campo central, como el movimiento de un
planeta alrededor del Sol o el de un electrén
alrededor del nicleo, donde el momento angu-
lar es una constante del movimiento).

Usando la regla de construccién de operadores
(postulado V1), los operadores de momento an-
gular son:

T — 9 _ ,0
Ly = —ih Yo zay
T — _; 9 _ 0
Ly =—ih(z5; —x5;
T [—— 76_ —_
Lz— Iﬁ XBy yaéx

P=0+0+12
Sus relaciones de conmutacién son:
[Lx,Ly] = inL,
[Ly,L;] = ihLx
[Lz, L] = ihL,
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Momento angular

Coordenadas esféricas

Sin embargo, puede verse que el operador

12 conmuta con cada uno de los oper-
adores asociados a cada componente del
momento angular. Por tanto, es posible
asignar simultdneamente funciones propias al
cuadrado del momento angular y a una de

sus componentes (generalmente elegimos L,
las otras dos componentes quedan indetermi-
nadas). En los problemas de campo cen-
tral es preferible utilizar coordenadas esféricas.
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X = rsenfcos¢ 0<r<oo
y = rsenflsen¢ 0<O<m
z = rcosf 0<¢p<2m

El elemento de volumen es:

’ dr = dx dy dz = r’senf dr d6 d¢ ‘

Los operadores de momento angular en coor-
denadas esféricas son:

Iy=ih (send)% + cot Gcosd)%)
L, =—ih (cosd)% — cot 05en¢>%)
L, =—ihgs

Y el operador 12 es:

- 82 o 1 P
2= — to— —
(ae2 et T sen?0 a¢2)
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Momento angular

Autofunciones y autovalores
Sélo es posible conocer con precisién de mane-
ra simultdnea el cuadrado del momento angu-

lar y una de sus componentes (L;). Las fun-
ciones propias, Y;"(6, ¢), reciben el nombre de 4
armonicos esféricos y seran comunes a ambos
operadores

ZZ : Y[m(97 ¢) =mh- Y[m(ev ¢)
L2-Y[(0,¢) =L+ 1) - Y70, 6)

con los niimeros cuanticos my £ que cumplen:

m=0,+1,42,4+3,...,+¢ £ > |m|
m=—0,—0+1,...,0,...,40—1,+¢

El vector L se encuentra en un cono pero des-
conocemos sus componentes Ly y L,

Los armdnicos esféricos tienen la siguiente
forma:

G el Vi) RNTTP

Y70, ¢) = (—=1)" L
¢ an(C + |m))! Ejemplo con £ =2, |L| =6k
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Momento angular

[ m Y (0, 9)
13
0 (&)
1 (ﬁ) 2 cosf
1 .
+1 (%) 21sen96i’¢’
2 0 (:&)2(3cos?0 — 1)
1 .
+1 (;—757) 2 senfcosheti®
1 .
+2 (312%) i sen20e®2i¢
3 0 (3&)? (5cos®0 — 3cosh)
1 .
+1 (6%\_) 2 send(5cos2f — 1)eT¢
1 .
+2 (312%) 2 sen?fcosfet2i¢
1 .
+3 (%) 2 sen3feT3i®

Armdénicos esféricos

Como puede verse en la tabla cuando el ndmero
cuantico m es distinto de cero, los armdnicos
esféricos no son funciones reales. Mediante
combinaciones lineales de funciones complejas
se pueden obtener funciones reales usando las
relaciones: . )
eP—_ei?
eote ©

seng =

cosp =

Por ejemplo, para el caso Y Y.~ tenemos:
) 1Y "

Yl Y—l 1
nin oo ()2 senfcos¢

L V2 . 4 .
Yi=Y1 " _ (332
v (H) senfsen¢p

La combinacién lineal de dos funciones propias

degeneradas de [? son también funciones
propias de dicho operador con el mismo valor
propio, sin embargo, no lo son del operador

L, dado que no son degeneradas respecto a

este ultimo. Este procedimiento nos permite
obtener armdnicos esféricos reales (ver tabla):
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o angular

Armonicos esféricos reales

1 m Y[ (8, ¢) L2 L, cartesianas
o o0 (&) +ox
1 0 (%)% cosf + + (2

cos¢ (8%)% senflcos¢ + - (%)

sen¢ (8%)% senflsen¢ + -

T
2 0 ()2 Beos?0 —1)  + + ()

cos¢p %) : senfcosfcosp + —  (xz2)
seng (é—fr)% senfcosfsenp + —  (yz)
cos2¢ (312—“1)% sen20cos2¢ + = (x2=y?)
sen2¢ (%)% sen?@sen2¢ + - (xy)
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Momento angular

Operadores ascendente y descendente

Para determinar los valores propios de opera-
dores de momento angular son muy dtiles los
operadores ascendente y descendente que se
definen como:

Ly =L +iL,
I =T.-iL,

puede demostrarse a partir de Ias relaciones de
conmutacién que los operadores L+ y I_ con-
mutan con L2 mientras que con L tenemos:

[I+ ) Zz] = —hLy

[[_,1,] =+hl_

aplicamos ahora el operador L+ por la izquierda a las ecua-
ciones de autovalores de LZ y , obteniendo:

Lol - Y =mh- Loy
L2y =e(e+1)R% - Ty

ahora usamos el conmutador entre L y L, para:

LZL+ Y = (m+ D)LYy

PLi-vP =ee+1R2- 1Y)
de todo ello se puede deducir:
R

andlogamente:
m m—1
LY, <Y,

De las definiciones y usando conmutadores entre ZX y Iy:
LI =T +T +nl,

de donde facilmente se obtiene (también para LL):

operadores de momento angular

2 =T.0 —l, + 12
2=T_T,+hl,+12
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