Relaciones matematicas usadas con frecuencia en la asignatura Fundamentos de Quimica Cuéntica 1

1. Relaciones matematicas usadas con frecuencia en la asignatura Fundamen-
tos de Quimica Cuantica

1.1. Relaciones trigonométricas:

En esta seccion veremos algunas de las relaciones trigonométricas mas utilizadas. Asi, empezaremos con el seno y el
coseno de la suma y diferencia. Para ello consideraremos dos vectores inscritos en el circulo unidad, tal y como se muestra
en la figura. Asi, ambos vectores se pueden expresar en términos de los vectores unitarios

@ = cosaily +senaiy
b = cos 3 i, + sen 31y,
Asi, el producto escalar de ambos vectores es:
@-b=|d||b| cos (a — B) = cosacos f + sen avsen 3 (1)

y donde los dos ultimos términos nos relacionan el coseno de la diferencia con la funciones trigonométricas habituales
(teniendo en cuenta que el médulo de los vectores es 1).

o)

\-0

Para obtener la relacién correspondiente para el coseno de la suma, solamente tenemos que cambiar o por —a, y tener
en cuenta que, de acuerdo con la figura 2, sen (—a) = —sena y cos (—a) = cos a. Asi

cos (o + 3) = cosawcos 3 — sen asen 3 2)

Para el caso del seno, tenemos que sustituir o por o + /2. Asf, teniendo en cuenta que sen (o + 7/2) = cosa y que
cos (o + 7/2) = — sen a, obtenemos

sen(a+ ) = senacosf+ cosasenf 3)

sen(aw—f) = senacosf — cosasenf )

A partir de estas relaciones podemos obtener las expresiones para el seno y el coseno del dngulo doble. Si consideramos
o = 3, tenemos:

sen2a = 2senacosa o)

cos2a = cos’a —sen®a 6)

Otra relacion interesante se obtiene si hacemos a = (3 en la ecuacién 1. Como cos(0 = 1

1 = cos?® o + sen? . 7)

1.2. Integrales

Estas relaciones trigonométricas se pueden utilizar para realizar integrales de funciones trigonométricas: Asi, a partir
de las relaciones anteriores podemos obtener

sen?a 4+ cosfa = 1
—sen’a 4+ cos’a = cos2a (8)
Restando  2sen? a 1 — cos 2
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1.3 Integracién por partes 2
Expresion que utilizaremos para calcular la siguiente integral:
9 1 1 1
sen $d$=§ (1 — cos 2x) dm:i x—isen2$ +C 9)
Donde C' es una constante de integracion.
Otra relacion trigonométrica que usaremos es:
sen 2x = 2senx cos T (10)
nos permitira calcular la integral
1 1
senxcos:rdx:§ sen2a:dx:71cos2:c+0 (11
Ejercicio: Algunas integrales que necesitamos evaluar son del tipo
/ sen nre sen mme dr  connym enteros, n #m 12)
0 a
Si restamos la ecuacion (2) de la (1), tenemos
2senasen § = cos (o — ) — cos (a + () (13)

Sustituyendo en la integral

a 1 a _
/ sen % son T gy = —/ [cos (n —m)ma — cos (n+ m)wx} dz
0 a a 2 Jo a a
1 a (n —m)rx a (n+m)nx
= = sen - sen
2 | (n—m)m a (n+m)m

= # [sen(n —m)m — sen 0] — Antmim

1.3. Integracion por partes

[sen(n +m)m — sen 0]

Para la integracién por partes necesitamos obtener la diferencial del producto de dos funciones d(u-v) = v du + u dv.

Despejando u dv e integrando se obtiene

/udv:u-v—/vdu

(14)

La integracion por partes se puede utilizar para integrales de polinomios multiplicados por funciones trigonométricas o

por funciones exponenciales. Por ejemplo,

2

1
/xseandxz §/x(1—cos2x) do = %_

/x cos 2x dx

N | =

siu:x:>du:dmydv:(3082xdx:>v:%sen2;v

x T
4 4

Ejercicio: Calcula la integral definida

También podemos obtener integrales del tipo
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_ 1 2 —l—/l 2z dx = -] 2 ! 2z +C
= Jrsen2z g sen2zdz = qrsen2z — ocoslz

s)

(16)

)

(13)



1.4 Numeros Complejos 3

Utilizaremos la integracién por partes, con v = z", dv = e~ °* dz. De aqui se obtiene du = nz™ ', v = —ée_o"’”
z" n
I, = ——e *“"+ —/:c”*le*a“”dx
o o]
z" n
= ——e + _In—l
o o
Relacion de recurrencia que se puede utilizar para obtener I, a partirde Iy = [ e~ **dx = 7&67% +C
Asti, por ejemplo
1
x 1 T 1
L=——e"+-ly=——e - —Se " +C (19)
@ @ @ @
2 2
x 2 x 2z 2
Lh=——e"4+-—L=—-—e"——Se - —e "+ (20)
o a a a o}
Ejercicio: Calcular la integral definida
o0
/ e dx 21
0
Solucién:
o a1 on [ n [ n
I, :/ 2"e” dr = {——e““} + —/ Ve Ty = —/ " leT Y dp = =1, (22)
0 @ o aJo a Jo @
Como Iy = [~ e™*" du = [—ée_‘“]go =1
n nn—1 nn—1 1 n! n!
IL,=—1I,1=— I, o=— =l =— — 23
n=—Iha=———Iho=———.—lo="—"lo=—"3 (23)
es decir,
- ne—ar g n! 24
e r =
/ 5 @

1.4. Nuameros Complejos

Sea z = a + bi un nimero complejo, donde ¢ = /—1 y a y b son nimeros reales que representan la parte real,
a = Re(z), e imaginaria, b = Im(z). En la siguiente figura mostramos la representacion vectorial del nimero complejo
(r representa el médulo o valor absoluto |z| y 6 el argumento o fase del nimero complejo, normalmente definido entre O

y 2m)

b V4
r
0
a
2 -0
r
-b i 7
que nos permite representarlo en la forma polar:
2z =rcos+irsend = re* (25)
para la cual se ha utilizado la relacién de Euler
e = cosf + isend (26)

Para obtener el médulo del complejo es interesante introducir el complejo conjugado z*, que se obtiene de z cam-
biando 7 por —i (0 lo que es lo mismo, § por —6 en la forma polar)

2*=a—bi=rcosh —irsenfd = re " 27
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1.4 Numeros Complejos 4

Asi, el médulo de z se puede obtener multiplicando z por su complejo conjugado z*, teniendo en cuenta que 72 = —1
22" = (a4 bi)(a — bi) = a® + abi — abi — b*i* = a® + b* (28)
o en la forma polar
22" = (rei®) (re~1) = 26101 = 12 (29)
de donde |z| = 7 = Va2 + b2.

El complejo conjugado se utiliza en muchas de las operaciones entre complejos. Asi, por ejemplo, para obtener la
inversa de z )
1 1z 2z _a-bi ¥ (30)
z  zz*  |z]2 a?+b? r

Ejercicio: Obtener las raices n-esimas de la unidad. Teniendo en cuenta que las potencias de un niimero complejo

z = re"(?+2k7) e pueden obtener como 2™ = r"e?(9+2k7) "entonces las raices se obtienen como
1 1 0+2km
Yz=znw=rne” n , k=0,1,2,...,n—1,

donde se utiliza el hecho de que la fase puede variar en multiplos de 27. Asi, por ejemplo, para el caso de la unidad,
z=1=¢2F"y /1 =¢e?"/" conk=0,1,2,....,n— 1.

En la siguiente figura representamos las raices cibicas de 1, que corresponden con e? = 1, ¢?27/3 y ¢#47/3,

47/3
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